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Abstract
We prove that a generalized systole de.ned by functions with positive de.nite Hessians is a topological
Morse function such that critical points are eutactic points. We deduce that systole is a topological Morse
function on Teichm1uller space. ? 2002 Published by Elsevier Science Ltd.
R	esum	e
On montre qu’une systole g en eralis ee r ealis ee par des fonctions qui admettent des d eriv ees secondes
d e.nies positives est une fonction de Morse topologique dont les points singuliers sont les points eutac-
tiques. On en d eduit que la systole est une fonction de Morse topologique sur l’espace de Teichm1uller.
? 2002 Published by Elsevier Science Ltd.
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1. Introduction
1.1. Motivations
Une premi=ere motivation =a ce travail est l’ etude de la systole d e.nie sur l’espace de
Teichm1uller Tg;n des surfaces de Riemann marqu ees de genre g avec n pointes (n¿ 0). Rap-
pelons que la systole d’une telle surface est la longueur minimale d’une g eod esique ferm ee pour
la m etrique hyperbolique de Poincar e. Les maxima locaux de la systole sur Tg;n ont  et e bien
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 etudi es ([3,14–17]). On s’int eresse ici plus g en eralement aux singularit es de la systole dont la
nature topologique n’ etait pas connue et on  etablit que la systole est une fonction de Morse
topologique sur Tg;n (Th eor=eme 5:2). On obtient ainsi la premi=ere fonction de Morse explicite,
g eom etriquement naturelle et invariante sous l’action du groupe modulaire g;n sur Tg;n. Les
singularit es de la systole sont ensuite reli ees naturellement =a l’homologie de g;n (Corollaire
6:2).
Schmutz Schaller a construit r ecemment une fonction de Morse sur Tg;n invariante sous
l’action d’un sous-groupe d’indice .ni du groupe modulaire. Cependant, cette fonction n’est
pas d e.nie sur les espaces de Teichm1uller correspondants =a des surfaces compactes. Il obtient
 egalement une classi.cation des points critiques pour (g; n)= (2; 0) [18].
L’invariant d’Hermite d e.ni sur l’espace PN des r eseaux marqu es de dimension N est un
objet naturel associ e aux r eseaux. Elle co1Jncide avec la systole des tores plats. L’ etude de cet
invariant s’inscrit dans un contexte analogue =a celui de la systole. Ash [1] a d emontr e que
celle-ci  etait une fonction de Morse topologique. Lorsque l’on se restreint =a des familles de
r eseaux (par exemples orthogonaux ou symplectiques), ce r esultat cesse d’eˆtre vrai [3].
Tous ces exemples peuvent eˆtre uni. es dans une th eorie g eom etrique g en erale initi ee par
Bavard en 1997 [3]. Dans cette th eorie, on dispose d’une fonction 	 appel ee systole generalisee,
d e.nie sur une vari et e M , qui est localement minimum d’un nombre .ni de fonctions lisses ap-
pel ees fonctions longueurs ou longueurs. On suppose de plus que M est munie d’une connexion
(par exemple associ ee =a une m etrique Riemannienne).
Le r esultat principal de cet article est le suivant:
Th	eor	eme 1. Soit 	 une systole generalisee donnee par des fonctions longueurs qui poss<edent
des derivees secondes de=nies positives. Alors 	 est une fonction de Morse topologique dont
les points de Morse d’indice r sont les points eutactiques de rang r.
Les notions de point eutactique et de rang sont d e.nies dans la section 2 par des consid erations
sur les diM erentielles des longueurs minimales.
Dans le cas des surfaces de Riemann, S. Wolpert [19] a d emontr e que les longueurs poss edaient
des Hessiens d e.nis positifs pour la m etrique de Weil-Petersson. On a donc le corollaire suivant:
Corollaire. La systole des surfaces de Riemann est une fonction de Morse sur l’espace de
Teichm?uller.
En remarquant que les longueurs sur PN ont des Hessiens d e.nis positifs pour une connexion
donn ee par Bavard [4] (qui n’est pas en g en eral la connexion de Levi-Civita), on retrouve le
r esultat de Ash [1] sur l’invariant d’Hermite des r eseaux.
1.2. Quelques remarques sur la preuve
Les d emonstrations de Ash et Schmutz Schaller s’appuient sur l’existence d’un sous-ensemble
particulier correspondant =a des “minima” de la fonction. Cet ensemble est l’image de (R∗+)p
par une application de classe C∞ dont le rang en un point est donn e par le rang des gradients
d’une certaine famille de longueurs en l’image de ce point. Les d emonstrations de A. Ash et
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de P. Schmutz Schaller n ecessitent que cet ensemble soit une sous-vari et e. Par lin earit e, cette
condition est v erif ee pour l’invariant d’Hermite. Pour les surfaces de Riemann, Schmutz Schaller
est amen e =a r eduire la famille des fonctions pour obtenir un rang constant. Ceci explique que
sa m ethode ne semble pas permettre de conclure en g en eral pour la systole.
La d emonstration du Th eor=eme 1 est totalement ind ependante des d emonstrations ci-dessus.
Elle s’appuie sur des hypersurfaces topologiques H qui correspondent, pour les points de Morse,
=a des “maxima” de la fonction (voir relation (1) ci-dessous o=u H est d e.nie par t=0).
Elle se fait en plusieurs  etapes.
Tout d’abord, on obtient facilement le cas o=u tous les gradients des longueurs minimales sont
nuls et celui o=u le vecteur nul n’est pas dans l’enveloppe convexe des gradients des longueurs
minimales.
On traite ensuite le cas o=u le vecteur nul est un sommet de l’enveloppe convexe des gradients
des longueurs minimales. On s’appuie sur une hypersurface topologique pour recoller deux cartes
r eguli=eres. On en d eduit qu’un tel point est un point r egulier.
Pour .nir, on s epare en deux l’enveloppe convexe des gradients de mani=ere =a obtenir deux
familles de fonctions pour lesquelles dans un cas, le point est ordinaire, et dans l’autre, semi-
eutactique tel que 0 soit un sommet de l’enveloppe convexe. On utilise alors une hyper-
surface topologique H pour recoller ces deux cartes et montrer que, modulo action d’un
hom eomorphisme, 	 est de la forme
	|H − |t|2: (1)
Le point fondamental est alors de remarquer que 	|H v eri.e encore les hypoth=eses du
th eor=eme. On peut ainsi conclure par r ecurrence sur le rang des gradients.
Je voudrais remercier mon directeur de th=ese, Bavard, qui m’a propos e et guid e sur ce sujet,
ainsi que le r ef er e pour ses nombreuses remarques ayant am elior e la r edaction de cet article.
2. G	en	eralit	es
La notion de fonction de Morse  etant bien connue dans le cadre diM erentiable, commenQcons
par rappeler la d e.nition d’une fonction de Morse topologique. Soit f une fonction continue
d e.nie sur une vari et e M de classe C0 et de dimension n, un point p de M est dit regulier s’il
existe une carte topologique  en p telle que f◦−1−f(p) soit une projection (c’est-=a-dire la
restriction d’une forme lin eaire non nulle). On dira que p est une singularit e topologique pour
f si p n’est pas un point r egulier.
Un point p de M sera dit singularite de Morse d’indice r ou encore point de Morse d’indice
r s’il existe une carte topologique  en p telle que
f ◦ −1(x1; : : : ; xn)=f(p)−
r∑
i=1
x2i +
n∑
i=r+1
x2i :
La fonction f ◦−1(x1; : : : ; xn)−f(p) est donc restriction d’une forme quadratique de signature
(n− r; r).
La fonction f est une fonction de Morse topologique si tout point de M est r egulier ou de
Morse. Une carte dans laquelle f est une projection ou une forme quadratique sera dite carte
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de Morse. D’apr=es Morse [12], cette d e.nition est coh erente, c’est-=a-dire que la nature du point
et l’indice ne d ependent que de f et pas de la carte choisie. Remarquons aussi que, meˆme dans
le cadre diM erentiable, cette notion est plus g en erale. Par exemple f(x)= x4 est une fonction
de Morse topologique sur R qui n’est pas une fonction de Morse classique. En regardant dans
une carte de Morse, on voit que les points de Morse sont forc ement isol es dans M . En g en eral
[12], on se limite =a une vari et e compacte, mais les d e.nitions ci-dessus  etant locales, elles ont
un sens dans toute vari et e.
Une systole g en eralis ee [3] sur une vari et e diM erentielle M est une fonction 	 qui s’exprime
localement comme minimum d’un nombre .ni de fonctions de classe C∞. Plus pr ecisement,
soit (lu)u∈C une famille de fonctions C∞ sur une vari et e M . On suppose que M est muni d’une
m etrique Riemannienne. Pour tout point p de M et tout r eel K , on pose C6Kp = {u∈C; lu(p)
6K}. La fonction 	= inf u∈C lu est une systole generalisee si pour tout point p de M et tout r eel
K , il existe un voisinage W de p tel que l’ensemble EKp =
⋃
q∈W C
6K
q soit .ni. Remarquons que
	 s’exprime sur W comme minimum des fonctions de l’ensemble .ni EKp . En particulier, 	 est
continue. Les fonctions lu sont appel ees fonctions longueurs. L’ensemble S(p)= {u∈C; lu(p)=
	(p)} est appel e ensemble des longueurs minimales en p ou parfois ensemble des systoles de
p. Les diM erentielles des longueurs (lu)u∈S(p) sont appel ees diAerentielles minimales et, lorsque
M est munie d’une m etrique, leurs gradients en p sont appel es gradients minimaux.
Rappelons les d e.nitions relatives =a ces objets utiles par la suite (voir [3]). Elle seront
formul ees avec les gradients en supposant que M est munie d’une m etrique.
Un point p de M est dit parfait si les gradients minimaux engendrent aRnement l’espace tan-
gent TpM en p, semi-eutactique si le vecteur nul de cet espace tangent appartient =a l’enveloppe
convexe des gradients minimaux,  eventuellement sur une face, et eutactique si le vecteur nul
appartient =a l’int erieur aRne de cette enveloppe convexe.
Le rang d’un point est par d e.nition le rang des gradients minimaux en ce point.
Un point ordinaire est un point qui n’est pas semi-eutactique.
Exemples.
• On repr esente les vecteurs de RN par des matrices colonnes. Consid erons, sur l’espace PN
des matrices de Gram des r eseaux de d eterminant 1, les fonctions suivantes, param etr ees par
ZN ou RN :
lu(A) :=t uAu:
Cette fonction est la longueur du vecteur associ e =a u dans le r eseau marqu e repr esent e par
A. L’invariant d’Hermite d’un r eseau A est donc le minimum des longueurs lu(A) pour
u∈ZN \{0}. Remarquons que lu est bien d e.nie sur PN (graˆce au marquage) mais pas sur
l’ensemble SL(N;Z)\PN des r eseaux non marqu es. Ch. Bavard [4] a donn e une connexion
telle que les Hessiens des longueurs soient d e.nis positifs. On retrouve ainsi le r esultat de
Ash [1].
• Soit X une surface de Riemann hyperbolique marqu ee,  eventuellement avec des pointes.
Chaque classe  d’homotopie libre de lacets non homotope =a une pointe est repr esent ee par
une unique g eod esique dont on note l(X ) la longueur. Il est bien connu que ces longueurs
sont des fonctions analytiques d e.nies sur l’espace de Teichm1uller (voir par exemple [9]).
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La systole de la surface est le minimum de ces longueurs lorsque  parcours l’ensemble des
classes d’homotopie libre de lacets (identi. e =a l’ensembles des classes de conjugaison du
groupe fondamental de X ). En utilisant l’in egalit e |ln(l(S))− ln(l(R))|6 ln(K) pour toute
application K-quasi-conforme de R dans S ([20] p. 516), on d emontre la condition de .nitude
locale.
La longueur l de  n’est bien d e.nie que sur l’espace de Teichm1uller (graˆce au marquage)
et pas sur l’espace des modules. Ces fonctions ont des d eriv ees secondes d e.nies positives pour
la connexion associ ee =a la m etrique de Weil-Petersson [19]. La systole est donc une fonction
de Morse sur l’espace de Teichm1uller.
La d emonstration du Th eor=eme 1 se ram=ene =a d emontrer le r esultat suivant (on munit Rn de
la m etrique euclidienne):
Soit l1; : : : ; lr une famille de fonctions C∞ sur un voisinage de 0 telles que li(0)=0 pour
tout i et dont les derivees secondes en 0 sont de=nies positives. Soit 	=mini (li) alors
• si 0 n’est pas eutactique, 0 est regulier pour 	.
• si 0 est eutactique de rang r, c’est un point de Morse d’indice r pour 	.
En eMet, tout d’abord, on remarque que, par continuit e, si le Hessien d’une fonction est d e.ni
positif en un point p, il le reste au voisinage de p. En particulier, si f est une fonction dont
le Hessien en p pour une connexion est d e.ni positif, =a travers la carte exponentielle en p
associ ee =a cette connexion, on obtient une fonction d e.nie sur Rn dont le Hessien est d e.ni
positif en 0 donc sur un voisinage de 0.
Seules les longueurs minimales contribuent localement =a la d e.nition de 	. A travers la carte
exponentielle, on est ainsi donc ramen e =a  etudier le minimum d’une famille .nie de fonctions
d e.nies au voisinage de 0 dans Rn toutes nulles en 0, et dont les d eriv ees secondes sont d e.nies
positives.
Dans toute la suite, on utilisera le th eor=eme d’invariance du domaine de Brouwer sous la
forme suivante, (pour une d emonstration, voir par exemple [9] page 67):
Soit U un ouvert de Rn, et f :U → Rn une fonction continue et injective. Alors f(U ) est
ouvert et f est un homeomorphisme de U sur f(U ).
3. Cas de quelques points particuliers
Dans toute la suite, 	 est une systole g en eralis ee d e.nie au voisinage de 0 par des fonctions
l1; : : : ; lr toutes nulles en 0 dont les Hessiens sont d e.nis positifs. L’espace Rn est muni de la
m etrique euclidienne canonique. On note ∇i(x) (ou plus simplement ∇i si x=0) le gradient de
li en x et Hi le Hessien de li en 0.
Lemme 3.1. Soit fi : ]a; b[ → R; 16 i6 n une famille de fonctions strictement croissantes;
et soit f une fonction continue telle que pour tout x; il existe i; f(x)=fi(x); alors f est
strictement croissante sur ]a; b[.
Preuve. Le r esultat est clair si n=1.
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Supposons le lemme vrai pour n − 1 fonctions. Soit a¡ t1¡t2¡b, et f(t1)=f1(t1). On
pose
t3 = sup{t ∈ [t1; t2];f(t)=f1(t)}:
Par continuit e de f, et parce que f1 est strictement croissante, on a f(t1)6f(t3).
Si f(t3)=f(t1) et t3¿t1, alors il existe u∈ ]t1; t3[ tel que f(u)=f1(u). On a donc
f(u)=f1(u)¿f1(t1)=f(t1)=f(t3). Par continuit e de f et par d e.nition de t3, il existe t avec
u¡ t¡ t3 tel que f(t)=f1(t)∈ ]f(t3); f(u)[. On a ainsi t ¡u et f1(t)¿f1(u) ce qui est
contraire =a f1 croissante. On en d eduit que si f(t3)=f(t1), alors t3 = t1.
Si t3¡t2, sur l’intervalle ]t3; t2[, f v eri.e les hypoth=eses du lemme pour les n− 1 fonctions
f2; : : : ; fn. Elle est donc strictement croissante sur cet intervalle et par continuit e sur l’intervalle
[t3; t2]. On a donc f(t3)¡f(t2).
Finalement, on obtient f(t1)6f(t3)6f(t2), les deux  egalit es ne pouvant avoir lieu en meˆme
temps.
On conclut par r ecurrence sur n.
Si X est un vecteur non nul de Rn, on note HX l’orthogonal de X .
Pour %¿ 0, et p∈HX , on note
Ip(%)= {p+ tX ; t ∈ ]− %; %[}
et
I(%)= {p+ tX ;p∈HX ; |p|¡% et |t|¡%}
=
⋃
p∈HX ;|p|¡%
Ip(%):
Pour p∈HX , t r eel, on identi.era (p; t) =a p+ tX .
Lemme 3.2. Soit X un vecteur non nul de Rn et f une fonction continue telle que pour tout
p orthogonal <a X; la fonction fp(t)=f(p+ tX ) soit injective pour |t|¡%. Alors l’application
 de=nie sur I(%) par
(p; t)=p+ f(p+ tX )X
est un homeomorphisme local.
Preuve. L’application  est clairement continue.
Si (p; t)=(p1; t1), alors p=p1 et f(p+ tX )=f(p+ t1X ). Le long des segments Ip(%),
p∈HX , f est injective. On a donc t= t1 et  est injective.
Le th eor=eme d’invariance du domaine de Brouwer assure alors que  est un hom eomorphisme
sur son image.
On suppose maintenant que 0 est un point semi-eutactique tel que le vecteur nul soit un
sommet de l’enveloppe convexe des gradients minimaux, on pose S0 = {u;∇u=0} et S+ =
{u;∇u =0}. On d e.nit alors 	0 =minu∈S0 lu et 	+ =minu∈S+ lu.
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Corollaire 3.1. Soit X un vecteur tel que pour tout i∈ S+; 〈∇i; X 〉¿ 0 et soit HX l’orthogonal
de X . L’application  de HX × R dans Rn de=nie par
(p; t)=p+ (	+(p+ tX )− 	0(p+ tX ))X
est un homeomorphisme local.
Preuve. Pour tout point p et tout t, il existe u= u(t)∈ S+ et v= v(t)∈ S0 tels que
	+(p+ tX )− 	0(p+ tX )= lu(p+ tX )− lv(p+ tX ):
D’autre part, pour chaque couple (u; v)∈ S+ × S0, la fonction lu − lv est strictement croissante
sur tous les segments Ip(%) pour % et p petits. En eMet, d’apr=es le choix de X , les produits
scalaires de leurs gradients en 0 avec X sont strictement positifs.
D’apr=es le Lemme 3:1, la fonction 	+ − 	0 est strictement croissante donc injective le long
des segments Ip(%), p petit. Le Lemme 3:2 assure que  est un hom eomorphisme local.
Corollaire 3.2. Si tous les gradients minimaux en un point sont nuls; le point est de Morse
d’indice 0.
Preuve. On se ram=ene en 0∈Rn avec des longueurs nulles en 0.
Puisque les d eriv ees secondes des longueurs sont d e.nies positives, ces fonctions sont stricte-
ment croissantes radialement. Le Lemme 3:1 assure que 	 est strictement croissante radialement.
On d e.nie l’application ( par
((x)=
√
	(x)
x
|x|
prolong ee par 0 en 0.
Cette application est clairement continue (car 	(0)=0) et injective car 	 est radialement
monotone. C’est donc un hom eomorphisme local. De plus, 	(x)= |((x)|2.
Rappelons qu’un point x est ordinaire si le vecteur nul n’est pas dans l’enveloppe convexe
des gradients minimaux. C’est  equivalent =a dire qu’il existe un vecteur X tel que pour tout
u∈ S(x), 〈X;∇u〉¿ 0.
Lemme 3.3. Les points ordinaires sont reguliers.
Preuve. On se ram=ene en 0∈Rn. Soit X tel que 〈X;∇u〉¿ 0 pour tout u∈ S(0), alors par
continuit e, il existe un voisinage de 0 tel que ces produits scalaires restent positifs sur ce
voisinage pour tout u∈ S(0). Toutes les longueurs lu sont donc strictement croissantes le long
des segments Ip(%) pour % et p suRsamment petits. D’apr=es le Lemme 3:1, 	 est strictement
croissante, donc injective, le long de ces segments.
On pose (p; t)=p + 	(p + tX )X . Le Lemme 3:2 assure que  est un hom eomorphisme
local.
De plus, 	(p+ tX )=PX ((p; t)) o=u PX est la projection orthogonale sur X .
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Corollaire 3.3. Soit x un point semi-eutactique tel que le vecteur nul soit un sommet de
l’enveloppe convexe des gradients minimaux; soit S0 = {u;∇u=0} et S+ = {u;∇u =0}; soit
	0 =minu∈S0 lu et 	+ =minu∈S+ lu; alors l’ensemble H 0 = {	0 =	+} est une hypersurface
(topologique) au voisinage de x.
Preuve. Comme toujours, on se ram=ene =a x=0∈Rn. On choisit un vecteur X tel que pour
tout u∈ S+, 〈∇u; X 〉¿ 0 et soit HX l’orthogonal de X . On regarde l’application  de HX × R
dans Rn d e.nie dans le Corollaire 3:1. On voit que p+ tX ∈H 0 si et seulement si (p; t)=p.
Autrement dit, H 0 =−1(HX ) est une hypersurface topologique.
Lemme 3.4. Soit X ∈Rn et soient f; g deux fonctions de classe C∞ telles que d0fX ¿ 0;
d0gX ¡ 0. Soit
(p; t)=p+ (f − g)(p+ tX )X:
Soit f˜ la restriction f◦−1 <a l’orthogonal HX de X (on a identi=e (p; t)=−1(y) <a p+ tX ).
Si la derivee seconde de f est de=nie positive, il en est de meˆme de celle de f˜.
Preuve. On calcule tout d’abord la diM erentielle de −1 restreinte =a HX :
dp−1V =V +
(d−1(p)g− d−1(p)f)V
(d−1(p)f − d−1(p)g)X
X; V ∈Rn:
et la diM erentielle seconde de −1 restreinte =a HX
d20
−1(V;W )=
d20g(d0
−1V; d0−1W )− d20f(d0−1V; d0−1W )
(d0f − d0g)X X
pour V;W ∈Rn.
On reporte alors dans
d20(f ◦ −1)V 2 =d20f(d0−1V )2 + d0f(d20−1V 2)
pour obtenir les d eriv ees premi=ere et seconde de f˜
d0f˜V =
d0gV d0fX − d0gX d0fV
(d0f − d0g)X ; (∗1)
d20f˜V
2 =
d0fX d20g((d0
−1V )2)− d0gX d20f((d0−1V )2)
(d0f − d0g)X (∗2)
pour V ∈Rn. Il suRt alors de remarquer que d0fX ¿ 0, d0gX ¡ 0 et que d0−1 est un iso-
morphisme lin eaire.
Lemme 3.5. Les points semi-eutactiques tels que le vecteur nul soit un sommet de l’enveloppe
convexe des gradients minimaux sont reguliers.
Preuve. Soit X un vecteur tel que pour tout u∈ S+; 〈∇u; X 〉¿ 0. On d e.nit, pour p∈HX
(p; t)=p+ (	+ − 	0)(p+ tX )X:
D’apr=es le Corollaire 3:1,  est un hom eomorphisme local.
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Comme ci-dessus, on identi.e (p; t)=−1(y) =a p + tX . On pose 	˜0 =	0 ◦−1. Soit
x=−1(y)=p+ tX , il existe i∈ S+(x); j∈ S0(x) tels que y=(p; t)=ij(x) o=u ij est d e.nie
par
ij(p+ tX )=p+ (li − lj)(p+ tX )X:
On a donc 	˜0(y)=	0(x)= lj(x)= lj ◦−1ij (y). Ainsi, pour tout y, 	˜0(y) co1Jncide avec la valeur
en y d’une fonction C∞ de la forme lj ◦ −1ij , i∈ S+, j∈ S0.
Soit lij = lj ◦ −1ij , la d eriv ee de lij est:
dylijY =dxljdy−1ij Y
En particulier, elle est nulle en 0.
En utilisant le fait que d0lj =0, on obtient
d20lij(Y; Z)=d
2
0lj(d0
−1
ij Y; d0
−1
ij Z)
comme d eriv ee seconde en 0 de lij.
Les d eriv ees premi=eres des lij en 0 sont donc nulles et leurs d eriv ees secondes sont d e.nies
positives. En proc edant comme dans la d emonstration du Corollaire 3:2, on v eri.e que
((y)=
√
	˜0(y)
y
|y|
prolong ee par ((0)=0 est un hom eomorphisme. De plus, ( .xe HX .
Pour p∈HX , on pose
p(t)=
{
−1( −1(((p) + tX ) si t¿ 0
−1(p+ tX ) si t6 0
o=u on a identi. e −1(y)= (q(y); s(y)) =a q(y) + s(y)X . On a alors
	 ◦ p(t)=
{
	+ ◦ p(t) si t ¡ 0
	0 ◦ p(t) si t ¿ 0
En remarquant que −1(p+ tX ) et −1( −1(((p) + tX ) co1Jncident en t=0, on en d eduit que
(p; t) → p(t) est continue.
Supposons que p(t)= p1(t1), si t et t1 sont de meˆme signe, alors par injectivit e de  et (,
et en utilisant que ( .xe HX , p=p1, t= t1. Si t6 0 et t1¿ 0, alors ( −1(((p1)+ t1X )=p+ tX ,
puis ((p1)+ t1X = ((p+ tX ). En prenant le produit scalaire avec X , on obtient que t1 et t sont
de meˆme signe donc nuls, et .nalement, p=p1. On en d eduit que (p; t)= p(t) est continue
et injective, donc un hom eomorphisme local.
On v eri.e que 	 est strictement croissante le long des courbes p.
L’application 0 d e.nie par 0(p; t)=p+	(p(t))X est donc une carte topologique. On v eri.e
alors que 	 ◦  ◦ 0−1 est la projection sur RX .
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4. Hypersurface maximale
Dans toute la suite, on dira qu’un vecteur X v eri.e H1 si les deux conditions suivantes sont
r ealis ees:
• si ∇u =0 alors 〈X;∇u〉 =0.
• les ensembles S+ = {u; 〈X;∇u〉¿ 0} et S−= {u; 〈X;∇u〉¡ 0} sont non vides.
Remarquons que le seul cas o=u on ne peut pas trouver un tel X est celui o=u tous les gradients
sont positivement colin eaires, certains ou tous  eventuellement nuls. Pour un vecteur X v eri.ant
H1, on pose:
• S+ = {u; 〈X;∇u〉¿ 0} et 	+ =minu∈S+ lu.
• S−= {u; 〈X;∇u〉¡ 0} et 	−=minu∈S− lu.
• S0 = {u;∇u=0} et 	0 =minu∈S0 lu.
• S+0 = S+ ∪ S0 et 	+0 =minu∈S+0 lu.
Remarquons que d’apr=es le choix de X , seul S0 peut-eˆtre vide, et dans ce cas 	+0 =	+.
Sauf mention contraire, on suppose dans cette partie qu’il existe un vecteur X v eri.ant H1.
4.1. Hypersurface maximale
Lemme 4.1. L’application de=nie sur HX × R par
(p; t)=p+ (	+0 − 	−)(p+ tX )X
est un homeomorphisme local. En particulier; l’ensemble H = {p∈Rn; 	+0(p)=	−(p)} est
une hypersurface topologique au voisinage de 0.
Preuve. La d emonstration est la meˆme que celle du corollaire 3:1 avec la fonction 	+0 − 	−
en remarquant que pour j∈ S−; 〈∇j; X 〉¡ 0. En particulier, pour i∈ S+0; j∈ S−, on a 〈∇i −
∇j; X 〉¿ 0.
Dans la suite, cette hypersurface sera appel ee hypersurface maximale (de 	 par rapport
=a X ).
Lemme 4.2. Soit  l’homeomorphisme de=ni par
(p; t)=p+ (	+0 − 	−)(p+ tX )X
On pose H = {	+0 =	−} et HX =X⊥; alors
1: H =−1(HX ) (on identi=e p+ tX <a (p; t)).
2: Si 	˜=	 ◦ −1|HX ; alors
	˜= min
u∈S+0;v∈S−
fu ◦ −1uv
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En particulier; 	˜ est une systole generalisee dont les Hessiens des longueurs sont de=nis
positifs.
Preuve. 1. est  evident d’apr=es la d e.nition de .
2. De la meˆme mani=ere que pour le Lemme 3:5, on montre que
	˜= min
u∈S+0;v∈S−
fu ◦ −1uv
On utilise la preuve du lemme 3:4 pour conclure.
4.2. Comportement en dehors de l’hypersurface
Pour la systole g en eralis ee 	+0; 0 est un point semi-eutactique tel que le vecteur nul soit un
sommet de l’enveloppe convexe des gradients minimaux. Comme dans la preuve du Lemme
3:5, on peut construire les courbes p(t) correspondant =a cette fonction. L’application d e.nie
par (p; t)= p(t) est un hom eomorphisme local. En particulier, tout point q de l’hypersurface
maximale locale H = {	+0 =	−} s’ ecrit q= (p(q); t(q))= p(q)(t(q)).
Pour q∈H , soit cq la courbe d e.nie par
cq(t) :=
{
p(q)(t) si t6 t(q)
q+ (t − t(q))X si t(q)6 t
(voir Fig. 1).
Lemme 4.3. L’application de=nie au voisinage de 0 par
c: H × ]− %; %[ → Rn
(q; t) → cq(t)
est un homeomorphisme au voisinage de 0.
Preuve. Cette application est clairement continue en dehors de H . Les deux courbes q(t) et
q + (t − t(q))X co1Jncident sur H = {(q; t(q))}. On en d eduit que c est continue en tout point
de H et .nalement continue partout.
On consid=ere les ensembles
E1 = {(q; t); t ¿ t(q) et 	−(cq(t))¡	+0(cq(t))}
E2 = {(q; t); t ¡ t(q) et 	−(cq(t))¡	+0(cq(t))}
E3 = {(q; t); t ¿ t(q) et 	+0(p(q)(t))¡	−(p(q)(t)}
E4 = {(q; t); t ¡ t(q) et 	+0(p(q)(t))¡	−(p(q)(t)}:
Remarquons que 	(cq(t)) vaut 	−(cq(t)) si (q; t)∈E1 ∪ E2 et que 	(q(t)) vaut 	+0(q(t)) si
(q; t)∈E3 ∪ E4.
Ces ensembles sont ouverts et ferm es dans les ensembles {(q; t); t ¿ t(q)} et {(q; t); t ¡ t(q)}.
En eMet, la condition t = t(q) implique que les conditions 	+0¡	− et 	+06	− sont  equivalentes
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Fig. 1. Comportement g en eral
sur ceux-ci. Ils sont donc ferm es par continuit e de 	, 	+0 et 	−. De plus, si 	−¡	+0 en un
point x, cette in egalit e reste vraie au voisinage de x. Ceux-ci sont donc aussi ouverts.
Par connexit e de {(q; t); t ¿ t(q)} et {(q; t); t ¡ t(q)}, les quatres ensembles ci-dessus leurs
sont  egaux ou vides. En regardant en q=0, on obtient c0(t)∈E1 pour t ¿ 0, et c0(t)∈E4 pour
t ¡ 0, t petit.
On a donc
	(cq(t))=
{
	+0(cq(t))=	+0(q(t)) si t6 t(q)
	−(cq(t))=	−(q+ (t − t(q))X ) si t(q)6 t
Supposons que p(q)(t)= q1 +(t1− t(q1))X = x; t6 t(q); t1¿ t(q1) alors 	(x)=	+0(x)=	−(x)
et donc x est dans H . On en d eduit que (q; t)= (q1; t1).
La fonction c est injective sur les ensembles {	=	+0}; {	=	−}. Si cq(t)= cq1(t1) avec
(q; t)∈E4 et (q1; t1)∈E1, on a p(q)(t)= q1 + (t − t(q1)X et .nalement (q; t)= (q1; t1). On en
d eduit que c est injective. Par le th eor=eme d’invariance du domaine, c est un hom eomorphisme
au voisinage de 0.
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5. Singularit	es topologiques des systoles g	en	eralis	ees
5.1. Singularites possibles
Th	eor	eme 5.1. Les singularites topologiques d’une systole generalisee dont les longueurs ont
des Hessiens de=nis positifs sont des points de Morse.
Preuve. On conserve les notations de la Section 4. On suppose qu’on peut choisir X v eri.ant
H1. On consid=ere l’application ( d e.nie par
((q; t)= (q;
√
	(q)− 	(cq(t)) sgn(t − t(q))):
o=u sgn(x) est le signe de x pour x =0, sgn(0)=0.
On v eri.e que le long de cq; 	 est strictement croissante jusqu’=a t(q) puis strictement
d ecroissante ensuite. On en d eduit que ( est continue injective, donc un hom eomorphisme
local.
L’application L de H × ] − %; %[ d e.nie par L(q; t)=	(q) − |t|2 v eri.e 	=L ◦ (. On a donc
	 ◦ ( −1 =	|H − |t|2. D’apr=es le Lemme 4:2, 	|H se comporte comme une systole g en eralis ee
dont les longueurs ont des Hessiens d e.nis positifs.
Par r ecurrence, 	 est topologiquement  equivalente =a une fonction de la forme 	1−
∑i=r
i=1 |xi|2
o=u 	1 est une systole g en eralis ee dont les Hessiens des longueurs sont d e.nis positifs et pour
lequel aucun vecteur ne v eri.e H1.
Les gradients minimaux sont donc tous positivement colin eaires.
S’ils sont tous nuls, la fonction 	1 admet un minimum isol e en 0 et est  equivalente =a∑j=n−r
j=1 |xi|2.
Sinon, 	1 est r eguli=ere car 0 est un point ordinaire ou semi-eutactique dont le vecteur nul
est un sommet de l’enveloppe convexe des gradients minimaux. Dans ce cas, 	 est r eguli=ere
en 0.
5.2. Determination de l’indice
Dans toute cette partie, (vi)i∈I est une famille de vecteurs et X est un vecteur tel que :
• 〈X; vi〉=0 implique vi=0.
• les ensembles S+ = {i; 〈X; vi〉¿ 0} et S−= {i; 〈X; vi〉¡ 0} sont non vides.
On pose S+0 = S+ ∪ {i; vi=0}. Pour i∈ S+0, j∈ S−, on pose
vij = 〈X; vi〉vj − 〈X; vj〉vi:
Lemme 5.1. On suppose que
∑
i 2ivi=0 alors
S=
∑
i∈S+0; j∈S−
2i2jvij =0:
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Preuve. En substituant vij par son expression dans S, on obtient:
S=
∑
i∈S+0
2i〈X; vi〉

 ∑
j∈S−
2jvj

−
( ∑
i∈S+0
2ivi
)〈
X;
∑
j∈S−
2jvj
〉
:
On remplace alors
∑
j∈S− 2jvj par −
∑
i∈S+0 2ivi.
Corollaire 5.1. On reprend les notations des sections precedentes. Soit 	˜=minij li ◦ −1ij la
systole generalisee du Lemme 4:2; alors
• Si 0 est eutactique pour 	; il l’est pour 	˜.
• Si 0 est semi-eutactique non eutactique pour 	; il l’est pour 	˜.
Preuve. D’apr=es la relation (∗1), les gradients minimaux de 	˜ sont positivement colin eaires aux
vecteurs 〈∇i; X 〉∇j − 〈∇j; X 〉∇i. D’apr=es le lemme pr ec edent, une relation de semi-eutaxie (re-
spectivement d’eutaxie) sur les ∇i donne une relation de semi-eutaxie (respectivement d’eutaxie)
sur les ∇ij.
De plus, si Y est tel que 〈Y;∇i〉¿ 0 (respectivement 〈Y;∇i〉¿ 0 pour tout i et 〈Y;∇i0〉¿ 0),
alors pour i∈ S+0; j∈ S−, on a
〈∇ij; Y 〉= 〈∇i; X 〉〈∇j; Y 〉 − 〈∇j; X 〉〈∇i; Y 〉¿ 0
(respectivement
〈∇ij; Y 〉= 〈∇i; X 〉〈∇j; Y 〉 − 〈∇j; X 〉〈∇i; Y 〉¿ 0
pour tout i∈ S+0; j∈ S− et

〈∇i0j; Y 〉¿ 0 pour tout j∈ S− si i0 ∈ S+0
ou
〈∇ii0 ; Y 〉¿ 0 pour tout i∈ S+0 si i0 ∈ S−):
On en d eduit qu’un point semi-eutactique non eutactique se projette sur un point semi-
eutactique non eutactique.
On note rang(ui) le rang de la famille de vecteurs (ui).
A)rmation 5.1. Avec les notations ci-dessus; le rang de (vij) vaut rang(vi)− 1
Preuve. L’espace engendr e par les vij est contenu dans l’intersection de l’espace engendr e par
les vi et de l’orthogonal de X . Puisque X n’est pas orthogonal =a tous les vi, c’est un sous-espace
strict de l’espace vectoriel Vect(vi) engendr e par les vi. On a donc rang(vij)6 rang(vi)− 1.
On suppose tout d’abord qu’il existe une base (v1; : : : ; vr) de Vect(vi) (r=rang(vi)) avec
v1; : : : ; vp ∈ S− et vp+1; : : : ; vr ∈ S+. Remarquons qu’il suRt pour cela qu’il existe un vecteur de
S+ et un vecteur de S− non colin eaires. On v eri.e que la famille
(vi;1)i=p+1:::r ∪ (vp+1; i)i=2:::p
est libre. La rang de (vij) est donc aussi sup erieur =a r − 1.
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Si on suppose que tous les vi sont colin eaires, alors vij est nul pour tout i; j et le lemme est
imm ediat (rappelons que les vi ne sont pas tous nuls par hypoth=ese).
En combinant le Th eor=eme 5:1, le Corollaire 5:1 et l’ARrmation 5:1, on d eduit le th eor=eme
suivant:
Th	eor	eme 5.2. Soit 	 une systole generalisee. On suppose qu’il existe une connexion telle
que les Hessiens des longueurs soient de=nis positifs. Alors 	 est une fonction de Morse
topologique dont les points de Morse d’indice r sont les points eutactiques de rang r
Remarque: lien avec le th	eor+eme de Vorono-.
Soit 	 une systole g en eralis ee sur X qui v eri.e les hypoth=eses du Th eor=eme 5:2. Les maxima
locaux de 	 sont les point eutactiques de rang maximal, c’est-=a-dire les points parfaits et
eutactiques : c’est le “th eor=eme de Vorono1J” pour 	 (voir [3]).
6. Applications et exemples
6.1. Distance en courbure negative ou nulle
Soit M est une vari et e Riemannienne compl=ete simplement connexe de courbure n egative ou
nulle, l’exponentielle en chaque point est une carte globale. La formule de la variation seconde
donne que le carr e de la distance =a un point admet un Hessien d e.ni positif. On obtient ainsi
le corollaire:
Corollaire 6.1. Soit M une variete simplement connexe de courbure negative ou nulle. Alors
la distance <a un ensemble discret est une fonction de Morse topologique.
6.2. Systoles generalisees invariantes
Soit (lu)u∈C une famille de longueurs sur M , et  est un sous-groupe de diM eomorphismes
de M qui agit =a droite sur les longueurs par composition. Si  est un sous-groupe discret sans
torsion d’isom etries et si 	 est la systole g en eralis ee d e.nie par les longueurs (lu), 	 induit une
fonction 	˜ sur le quotient \M ayant la meˆme nature topologique locale que 	. Par exemple,
si 	 est de Morse, il en est de meˆme de 	˜.
Exemple. Soit f une fonction propre sur une vari et e Riemannienne M dont le Hessien est d e.ni
positif et soit  un sous-groupe discret sans torsion d’isom etries de M , on prend la famille
de longueurs d e.nie par lg=f ◦ g. Alors par propret e de f, et puisque  est discret, pour
tout r eel K et tout point p∈M , il existe un voisinage V de p tel que l’ensemble ⋃q∈V Cq6K
est .ni. La systole g en eralis ee d e.nie par la famille (lg) donne une fonction de Morse -
invariante.
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Proposition 6.1. Soit 	 une fonction de Morse sur une variete riemanienne contractile M
invariante sous l’action d’un sous-groupe discret virtuellement sans torsion  d’isometries de
M . On suppose que pour tout a∈	(M); le sur-niveau Ma= {	¿ a} est compact modulo
 et qu’il existe a0 tel que Ma0 contienne tous les points critiques. Soit E un syst<eme de
representants des points critiques modulo , alors la caracteristique d’Euler-Poincare de 
est donnee par
3()= (−1)dim(M)
∑
p∈E
(−1)ind(p)
|p|
o<u p est le stabilisateur de p dans .
Preuve. Soit 0 un sous-groupe sans torsion d’indice .ni de , 	 donne une fonction de
Morse 	˜ sur le quotient M˜ =0 \M dont tous les points eutactiques sont dans un compact
−	˜−1([ − c;−a]). En particulier, ceux-ci sont en nombre .ni modulo . On adapte alors le
lemme 3:5 de [11] pour d emontrer que M˜ a le type d’homotopie d’un CW-complexe ayant une
k-cellule pour chaque point critique d’indice k. En particulier,
3(M˜)= (−1)dim(M)
∑
p modulo 0
(−1)ind(p):
On conclut en divisant par l’indice de 0 dans  et en regroupant les classes modulo  ce qui
fait apparaitre les stabilisateurs.
Le Th eor=eme 5:2 implique que cette proposition s’applique dans le cas o=u les longueurs ont
des Hessiens d e.nis positifs pour une connexion.
6.3. Une formule d’Euler pour le groupe modulaire
Soit g;n le groupe modulaire de Teichm1uller pour les surfaces de Riemann de genre g avec
n pointes. Ce groupe est l’ensemble des classes d’isotopie de diM eomorphismes directs de la
surface. Il agit donc naturellement sur les groupes d’homologie H1(X;Z=mZ). On note g;n(m) le
noyau de l’homomorphisme g;n → Aut(H1(X;Z=mZ)). Pour m¿ 3, g;n(m) est un sous-groupe
d’indice .ni sans torsion de g;n ([10]).
V eri.ons que les surfaces eutactiques sont dans un compact modulo g;n. Si toutes les courbes
r ealisant la systole d’une telle surface S ne s’intersectent pas, on peut trouver une surface S ′ telle
que la longueur de chaque g eod esique de S ′ correspondant =a ces courbes sur S soit inf erieure.
Si on connecte S et S ′ par une g eod esique de Weil-Petersson, par stricte convexit e, on obtient
un vecteur X ayant un produit scalaire strictement positif avec tous les vecteurs minimaux en
S. La surface S est donc ordinaire. On en d eduit qu’une surface semi-eutactique ou eutactique
S admet deux courbes r ealisant la systole qui se coupent. Le lemme du collier assure qu’il
existe % tel que syst(S)¿%. D’apr=es Mumford [13] (et Bers [6] pour le cas non-compact), on
en d eduit que les surfaces eutactiques sont dans un compact modulo g;n.
Les longueurs ayant des d eriv ees secondes d e.nies positives pour la m etrique de Weil–
Petersson [19], on obtient le corollaire:
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Corollaire 6.2. La systole est une fonction de Morse topologique sur l’espace de Teichm?uller
et
3(g;n)=
∑
q∈E
(−1)rang(q)
|(g;n)q| (6.1)
o<u E est un syst<eme de representant des surfaces eutactiques modulo g;n.
Remarque. Pour g¿ 1, Harer et Zagier [8] d eterminent 3(g;1) =a partir d’une somme d’origine
combinatoire analogue au second membre de (6.1). Cette somme ne semble pas li ee de faQcon
 evidente =a la somme ci-dessus, obtenue de mani=ere g eom etrique. Remarquons que (6.1) est
v erif ee meˆme pour les surfaces de genre 0 avec n pointes, n¿ 4 et pour les surfaces compactes.
Par exemple, en utilisant la classi.cation de Schmutz Schaller [18] pour g=2; n=0, il n’y a
pas de combinaisons de termes dans la somme de Harer et Zagier qui redonne celle-ci. Notons
aussi que les deux formules co1Jncident pour (g; n)= (1; 1).
6.4. L’invariant d’Hermite sur PN
Pour plus de d etails sur ce paragraphe, on pourra se reporter =a [4].
Sur le .br e tangent TPN =a PN , on introduit le champ de vecteur dont la composante dans la
.bre T(A;X )TPN est
Z(A; X )=
[
X;
Tr((A−1X )2)
N
A
]
:
Les projections sur PN des orbites du Wot associ e sont les courbes int egrales de l’ equation
diM erentielle A′′=Tr((A−1A′)2)=NA. Le long de ces courbes, les fonctions longueurs classiques
v eri.ent l’ equation diM erentielle f′′=Tr((A−1A′)2)=Nf. En particulier, les d eriv ees secondes
de celles-ci sont d e.nies positives et on peut appliquer le Th eor=eme 5:2. On retrouve ainsi le
r esultat de Ash ([1]).
Soit E est un syst=eme de repr esentants des points eutactiques modulo = SL(N;Z), on sait
que E est .ni (car les vecteurs minimaux doivent engendrer RN , [5]). On sait aussi que pour
tout c¿ 0, l’ensemble 	−1([c;∞[) est compact modulo  (voir [7]). On peut donc appliquer
la proposition 6:1 pour obtenir:
3(SL(N;Z))= (−1)
(N−1)(N+2)
2
∑
p∈E
(−1)rang(p)
|SL(N;Z)p| :
Ash [2] utilise la fonction 1=	. On a donc i(p)=dim(PN ) − rang(p) et les deux formules
d’Euler co1Jncident.
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